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Resumo
A modelagem de qualquer estrutura pode ocorrer por técnicas contínuas ou por métodos de discretização,
ressalvando-se que as primeiras conduzem, em geral, a equacionamentos mais complexos e decorrentes
sistemas de equações diferenciais. Acontece que o segundo tipo de análise é bastante recorrente e
aplicado nos dias atuais, devido à acessibilidade de softwares, porém faz-se necessário grande destreza
para verificar os resultados obtidos por meio de análises por técnicas contínuas. Neste sentido, este
artigo apresenta o estado da arte da análise modal e do problema de estabilidade elástica em núcleos
estruturais via Técnica do Meio Contínuo (TMC) e pelo Método dos Elementos Finitos — elemento
de barra (MEF-EB). A apresentação ocorreu como se segue: a ideia base da modelagem pela TMC; o
elenco da relevância ao inovar a distribuição dos lintéis e a formação dos sistemas de contraventamento
Z e X; a apresentação do histórico da TMC, evidenciando seu declínio produtivo na passagem do
século e seu resgate por Melo e demais autores; a explicitação da metodologia de cálculo da carga
crítica (estabilidade) através de análise pela TMC; e o elenco de uma sequência lógica para que
futuros pesquisadores possam estudar a TMC e suas aplicações. Por fim, o presente artigo permite a
compreensão da potencialidade da TMC e propõe um roteiro base para seu aprendizado, bem como,
evidencia a aplicabilidade, consciente, do MEF-EB na análise dos citados pilares contraventados.
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de barra.
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Modal analysis and stability in thin-walled columns: approaches using the
Continuous Medium Technique and the Finite Element Method

Abstract
The modeling of any structure can be achieved through continuous techniques or discretization methods,
noting that the former generally lead to more complex equations and resulting systems of differential
equations. However, the latter type of analysis is quite common and applied in contemporary times due
to the accessibility of software. Nonetheless, significant skill is required to validate the results obtained
through analyses employing continuous techniques. In this context, this article presents the state of
the art in modal analysis and the elastic stability problem in structural cores using the Continuous
Medium Technique (CMT) and the Finite Element Method — bar element (FEM-BE). The presentation
unfolded as follows: The foundational concept of modeling through CMT; Emphasis on the innovation
of lintel distribution and the formation of Z and X bracing systems; Historical overview of CMT,
highlighting its decline in productivity in the transition of centuries and its revival by Melo and other
authors; Explanation of the methodology for calculating critical load (stability) through CMT analysis;
Articulation of a logical sequence for future researchers to study CMT and its applications. In conclusion,
this article facilitates an understanding of the potential of CMT and proposes a foundational framework
for its acquisition, while also highlighting the conscious applicability of FEM-BE in the analysis of the
mentioned braced pillars.
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1. INTRODUÇÃO

De forma geral, os pilares de pontes são subme-
tidos a esforços solicitantes de grande magni-
tude, tornando-se bastante significante a ação do
vento, principalmente quando posicionados em
vales profundos. Isso ocorre devido à elevada
cota da mesoestrutura em relação à base dos pi-
lares, bem como os pilares tornam-se esbeltos,
por racionalidade estrutural.

Outro agravante é o lançamento estrutural de
pilares altos de pontes com seção transversal
em formato de paredes finas, os denominados
núcleos estruturais. Desta forma, ao conferir ra-
cionalidade/economia ao pilar, surge a necessi-
dade de lançar um sistema conveniente de con-
traventamento. Nesta revisão da literatura serão
apresentados enfoques para lintéis promovendo
o contraventamento do núcleo estrutural, por
meio da costura da face aberta, e sobre três con-
figurações: a primeira com lintéis horizontais
e espaçados uniformemente na altura do pilar.
A segunda configuração é a disposição dos lin-
téis em Z (lintéis horizontais intertravados com
barras inclinadas). Além disso, há a terceira con-
figuração disposta em X .

Cabe ressaltar que o formato dos pilares, por
ser de paredes finas, gera a ativação de esforços
oriundos da ação conjunta da flexão e da torção,
tornando-se relevante o histórico de estudos do
centro de torção D, do empenamento e, conse-
quente, variação da rotação φ em torno do eixo
axial em D, além do bimomento. Quanto às so-
luções estruturais mediante a Técnica do Meio
Contínuo (TMC) serão apresentadas com ênfase
na Teoria dos Painéis-Parede (TPP).

Atualmente a análise modal dos núcleos estrutu-
rais é processada, em grande maioria dos escri-
tórios de cálculo estrutural, mediante software
baseados na discretização pelo Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF). Ocorre, porém, que em
sua maioria, os engenheiros estruturais possuem
apenas a graduação e algum curso de especiali-
zação, o que implica em pífio aprofundamento
nos conceitos inerentes ao processamento ade-
quado pelo MEF. Desta maneira, mesmo com
o avanço das pós-graduações no território brasi-
leiro, ainda é constatado que muitos engenheiros

recém-formados conduzem seus escritórios de
análise e dimensionamento estrutural baseando-
se unicamente nas soluções advindas do mero
emprego dos manuais de utilização de software
comerciais. Este fato acarreta certo dimensio-
namento às cegas, sem que o engenheiro possa
analisar criticamente todas as etapas da análise
procedida.

A abordagem física e matemática, presente em
Rosman [1]; Rehgozar e Malekinejad [2] e Melo
[3], culmina no Fluxograma de Desacoplamento
do sistema de EDPs (Equações Diferenciais Par-
ciais) que rege a solicitação dinâmica da TPP.
Além disso, em Melo e Barbosa [4–6] e em
Melo; Luz e Barbosa [7] fica evidenciado o
procedimento formal para a resolução da EDP
desacoplada no Sistema Generalizado de Coor-
denadas, com ênfase na análise modal do pilar.

1.1 Ideia base da modelagem pela TMC

A modelagem estrutural por técnicas contínuas
parte do pressuposto da expressão de esforços/-
deformações ou deslocamentos em equações vá-
lidas em todo o domínio da estrutura, trocando o
problema real por um meio equivalente com pro-
priedades elasto-mecânicas e ações/solicitações
uniformizadas, conforme aponta Beck [8].

Os casos mais estudados tratam da quantificação
de deflexões laterais, em geral, para a flexão dos
lintéis. O mencionado equacionamento ocorre
a partir do equilíbrio do elemento diferencial
do núcleo estrutural. Ademais, em tais análi-
ses almeja-se expressar os seguintes parâmetros
elásticos: deslocamentos lineares e angulares;
esforços solicitantes; modos de vibração; e até
carga de flambagem.

No entanto, deve-se atentar que o MEF e as de-
mais técnicas discretizadoras seguem em contra-
mão ao procedido na TMC, uma vez que analisa
a estrutura por meio de trechos, com equações
válidas em tal e não para todo o seu compri-
mento. Em seguida, o MEF integra a estrutura
ao equacionamento procedido, elemento a ele-
mento, através da análise matricial dos efeitos
nodais dos ditos Elementos Finitos (EF).
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Conforme elencado por Beck [8], observa-se
que a utilização da TMC é impulsionada para
possibilitar a resolução simplificada do pórtico
plano/viga Vierendeel de elevado grau de inde-
terminação hiperestática. Nesse artigo é menci-
onada ainda a ideia precursora de Marneffe [9]
advinda da aplicação de sistemas equivalentes
ao hiperestático em tela.

Quanto à modelagem dos lintéis de contraven-
tamento, parte-se da formulação das equações
de equilíbrio de esforços solicitantes, isso para
o elemento finito de barra formulado por Ge-
orge Alfred Maney [10], cujo propósito inicial
era a análise estrutural de pórticos planos. Esta
foi aplicada por Goldberg [11] para computar a
ação do vento, também em pórticos planos. E
por fim, em MacLeod [12] constata-se a apli-
cação das Equações de Maney para estendê-las
para os núcleos estruturais, onde os lintéis hori-
zontais funcionam como vigas e a ligação Lintel
— Painel-Parede é modelada via trecho infinita-
mente rígido, como mostra a Figura 1.

Figura 1: Configuração deformada do j-ésimo lintel
horizontal com trechos extremos infinitamente rígidos

à flexão.

Em tempos mais atuais, constata-se tal emprego
em Varjú e Prokié [13] e Melo e Barbosa [4],
isso para o contraventamento de núcleos estru-
turais formados por lintéis horizontais, e sob
distribuição uniforme ao longo da altura do pilar.
Além disso, promove a ligação entre os painéis-
parede, extremos na face aberta, por meio dos
mencionados lintéis. Analisando a literatura es-
pecializada percebe-se a modelagem do contra-
ventamento de núcleos estruturais por lintéis
unicamente na horizontal. Porém, para o caso
de pilares de pontes, metálicos ou de concreto
armado, é recomendada a imposição de trava-

mentos diagonais na face aberta do núcleo es-
trutural, caracterizando assim a necessidade do
Contraventamento em Z.

É neste sentido que se encontram os estudos de
Ricaldoni [14, 15], onde são estudados os es-
forços solicitantes e deformações para pórticos
planos, quando da promoção do travamento por
barras/lintéis inclinados, o que remete ao caso
realístico de pilares contraventados por lintéis na
horizontal e intertravados por lintéis inclinados,
configurando assim o Sistema de Contraventa-
mento em Z.

1.2 Relevância da inovação nos lintéis

Desta forma, fica evidente que o contraventa-
mento de pilares de paredes finas com seção
aberta é processado na literatura com imposi-
ção unicamente de lintéis na horizontal. Porém,
conforme é explicitado por Ricaldoni [15], e fa-
cilmente constatado mediante análise estrutural,
percebe-se que ao promover o contraventamento
de núcleos estruturais por meio de lintéis hori-
zontais intertravados por lintéis em diagonal,
torna-se o lançamento estrutural bastante racio-
nal e econômico. Ao modelo exposto por Rical-
doni [15] denomina-se, neste artigo, de Sistema
de Contraventamento em Z.

Em especial, no caso de pilares de pontes com
tabuleiro disposto sobre grandes vales profun-
dos, gerando pilares altos e esbeltos, agrega-se
viabilidade econômica atrelada à segurança es-
trutural, ao associar a seção transversal de pare-
des finas. E a tal seção, acresce-se um sistema
de contraventamento por lintéis diagonais, con-
forme é ilustrado na Figura 2, cujas diagonais
minoram em muito os deslocamentos laterais do
já mencionado núcleo estrutural.

1.3 Determinação da carga de flambagem

Conforme discutido em Vlassov [16], o pro-
blema de estabilidade de pilares pode ser anali-
sado sob o prisma de duas teorias. A primeira
é denominada de Teoria do Equilíbrio no ponto
de bifurcação, permitindo o equilíbrio estrutu-
ral para o eixo indeformado (1ª ordem) e para o
eixo deformado (2ª ordem). Já o segundo gênero
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Figura 2: Exposição qualitativa da minoração dos
deslocamentos laterais em núcleo C para

contraventamento: (a) convencional; (b) em Z; e
(c) em X (retirado de Melo; Luz e Barbosa [7]).

de análise é denominado de Teoria da variação
dos estados deformados e decorre do incremento
sucessivo da carga aplicada axialmente no pilar
até que o deslocamento lateral se torne infinito,
conforme ilustrado na Figura 3.

Figura 3: Gêneros de determinação da carga de
flambagem para pilares.

1.4 Apreciação sobre as soluções em MEF

Na solução do problema, a princípio, de difí-
cil processamento, é vantajosamente processado
pelo MEF, cuja base é discretizar a estrutura em
pequenos elementos e nestes são resolvidas as
equações dominantes via equações polinomiais
aproximadas e decorrente aplicação de condi-
ções de contorno. Torna-se então muito atrativo
e versátil, daí seu vasto emprego cotidiano.

Apesar desta enorme vantagem, é importante
frisar as limitações do MEF, quais sejam: neces-
sidade de modelar precisamente as condições
de contorno; dificuldade de processamento para
problemas com elevado número de graus de li-
berdade (seja por capacidade de hardwares ou de
rotinas otimizadas); e, possíveis instabilidades
numéricas que evitem o processo de convergên-
cia dos resultados.

Essas limitações podem ser contornadas a partir
do desenvolvimento de algoritmos mais eficazes
e formulação de novos elementos finitos. No
caso dos pilares de paredes finas, pode-se evi-
denciar o desenvolvimento de novos elementos
finitos de barra, contemplando o contraventa-
mento por lintéis, vide Figura 4.

Figura 4: Novo elemento finito de barra para seção em
duplo T contraventada por lintéis horizontais: (a) dados
em planta e (b) convenção positiva dos efeitos nodais

(retirado de Melo [3]).

2. ESTADO DA ARTE DA TMC

A TMC foi vastamente empregada na segunda
metade do século XX, desde análises estáticas
até a análise dinâmica de edifícios altos e de-
mais estruturas, conforme se passará a demons-
trar nos subitens subsequentes. Acontece que a
disseminação de computadores acessíveis e com
sistema operacional potente aumentou as van-
tagens do emprego do MEF para implementar
as análises estruturais de forma prática e sem
grandes esforços para adaptar o método, a geo-
metria, e carregamentos envolvidos. Com isso,
a TMC ficou escanteada por exigir esforço ma-
temático para adaptá-la para cada caso, gerando
baixa na quantidade de publicações relativas a
seu emprego.

Apesar da diminuição no número de publicações
envolvendo a TMC na análise de estruturas, foi
observada sua continuidade a fim de gerar ferra-
mentas de verificação de modelagens em MEF
por software. Neste sentido, passa-se a elencar
o estado da arte da TMC por temática.

2.1 Análise estática dos painéis-parede

No contexto internacional, o efeito da flexo-
torção em peças com seção transversal em nú-
cleo estrutural foi inicialmente visualizado por

REVISTA DA SOCIEDADE BRASILEIRA DE ACÚSTICA (SOBRAC)



ACÚSTICA E VIBRAÇÕES

n. 56, dezembro 2024
Fonseca, C. C. F.; Melo, W. I. G.

Análise modal e estabilidade em pilares de paredes finas: métodos e abordagens 23

Bach [17], por meio de experimentos do fun-
cionamento estrutural quando a carga atuante
é aplicada fora do Centro de Torção. Para as
pontes, o efeito de empenamento em pilares de
paredes finas foi experimentalmente analisado
por Bernstein [18].

Anos mais tarde, Bleich & Bleich [19] apresen-
taram um estudo teórico do problema de torção
e da estabilidade para as paredes finas baseando-
se na energia interna e modelando o caso da com-
pressão axial da peça, concluindo um sistema
com três equações diferenciais. Em seguida, sur-
giram os estudos de vários cientistas buscando
promover o cálculo rápido e simplificado de pe-
ças em paredes finas abertas, porém foi Vlassov
[20] que promoveu a aplicação de tais elementos
estruturais na construção civil. Nesse estudo foi
constatado que os valores de resistência para a
peça de paredes finas aberta, pela nova formu-
lação, considerando a Teoria da Flexo-Torção e
o Bimomento, eram bem superiores aos valores
postulados na Resistência dos Materiais clássica
à época.

A tese de doutorado de Vlassov [20], deposi-
tada no “Institut des Ingénieurs-Constructeurs
de Moscou”, desencadeou trabalhos futuros ge-
rando três compêndios, quais sejam: Vlassov
[21], com o título “Pièces Longues em Voiles
Minces”; Vlassov [22], intitulado “La Statique
des Constructions Spatiales em Voiles Minces”;
e por fim, Vlassov [23], nomeado de “Théo-
rie Générale des Voiles”. Desta forma, Vlassov
criou um método de análise de núcleos estru-
turais de núcleos estruturais assumindo que a
seção transversal de paredes finas é composta
por placas finas/painéis-parede, denominadas as-
sim por Mancini [24] e Barbosa [25], no qual é
proposto uma solução esquemática inédita.

A única simplificação proposta por Vlassov [16]
foi considerar que, nos lintéis de contraventa-
mento dos painéis-parede, ocorre obrigatoria-
mente a formação de rótulas plásticas no meio
do vão, o que para os casos de lintéis mais usuais
é apresentado na Figura 5.

No contexto da América Latina citam-se os estu-
dos percursores de: Ricaldoni [15, 26]; Stamato
e Smith [27]; Stamato [28] e Stamato [29], os

Figura 5: Formação de rótulas plásticas no meio dos
vãos dos lintéis: (a) horizontais; (b) em Z; e (c) em X

com nós centrais rígidos.

quais procederam suas pesquisas sob a ótica pro-
posta por Vlassov [21] e com a aplicação prática
em Edifícios Altos.

Em seguida, Mancini [24,30], um dos discípulos
de Stamato, promove estudos da ação do vento
em Edifícios Altos e cria então o termo “painéis-
parede” para designar as paredes finas que tanto
podem modelar pilares maciços, pórticos ou os
núcleos estruturais. Assim, nesta senda, vem
Barbosa [25] cunhando em títulos garrafais e
aplicando os termos “Técnica do Meio Contí-
nuo” e “painéis-parede”, veja páginas II-1 e II-
55 da referida publicação. Nesse trabalho tem-
se a aplicação da TMC em pilares em formato
de núcleos estruturais, considerando apenas a
atuação do vento, conforme é ilustrado na Fi-
gura 6 (a), além de impor a formação de rótulas
plásticas no centro do vão dos lintéis.

Logo em seguida, encontra-se a publicação de
Carvalho [31] analisando os núcleos estruturais
com a consideração da carga vertical inerente
aos pilares e mantendo a rotulação plástica dos
lintéis no meio dos vãos, conforme consta na
Figura 6 (b).

Figura 6: Núcleo estrutural: (a) com carga lateral do
vento; (b) sob carga vertical, como cenários de

carregamento; e (c) integrado à treliça espacial no topo.

Por fim, vários pesquisadores contribuíram ao
longo dos anos 1980 e 1990 para a aplicação da
TMC proposta inicialmente no Brasil por Sta-
mato [32], mesmo sem a intitular formalmente,
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mas procedendo toda a estruturação para a men-
cionada teoria. Na Livre Docência de Mancini
[33] consta um rico apanhado histórico das pes-
quisas desenvolvidas via TMC e aplicadas a Edi-
fícios Altos, que vai desde o ano de 1971 com
Stamato até o ano de 1995 com o referido tra-
balho, no qual contribui com a TMC ao integrar
ao Núcleo Estrutural C uma treliça espacial no
topo, conforme consta na Figura 6 (c).

As publicações da TMC aplicada a Edifícios Al-
tos não pararam por aí. Foram intercaladas até
prelúdios dos anos 2000, de quais se cita Man-
cini e Savassi [34]. Em seguida, a TMC ficou
relativamente esquecida, sendo reconduzida à
luz científica em 2015 por Donneys [35] e em
2018 por Xavier e Melo [36], para Edifícios Al-
tos. Promoveu-se o completo resgate da TMC
em 2019 por Melo em sua Tese, com a mode-
lagem estática e dinâmica de pilares de pontes
em paredes finas e contraventados por lintéis
horizontais, conforme consta na Figura 7.

Figura 7: Pilares de paredes finas aplicados em pontes
altas: (a) configuração generalizada; (b) carregamento
do vento, esforço cortante no pilar; e (c) ações do vento
e da frenagem de veículos em núcleos estruturais em

duplo T (retirado de Melo [3]).

Os frutos da Tese mencionada no parágrafo ante-
rior foram os artigos científicos: Melo e Barbosa
[4–6], que fizeram uso da análise estática e di-
nâmica de pilares de paredes finas via TMC, e
mais especificamente, valendo-se da “Teoria dos
Painéis – Parede”.

2.2 Análise dinâmica dos painéis-parede

Para embasar as formulações dinâmicas do pilar
de paredes finas modelado via TPP faz-se bas-
tante relevante mencionar Chitty [37]; Vlassov
& Terenine [38] e Vlassov [16], páginas 524 a
552, bem como, Rosman [39] e Laredo [40], nos
quais se ressalta a possibilidade de expressar os
modos de vibração mediante a solução da EDO
(Equação Diferencial Homogênea) homogênea
espacial. Por fim, para a ocorrência de um único
painel-parede submetido à solicitação por fle-
xão, considerando seção constante de paredes
finas e material homo-gêneo, exprime-se:

• equação diferencial na análise estática:

EI · d2vx(z)
dz2 =My(z) ; (1)

• equação diferencial na análise dinâmica:

EI · d4vx(z)
dz4 +m(z) · d2vx(z)

dt2 = 0 ; e (2)

• equação homogênea espacial:

d4 Z
dz4 −ω

2 · m
EI

·Z = 0 , (3)

sendo: v(z, t) = Z(z) ·T (t).

A solução da EDO homogênea espacial é ex-
pressa por:

Z(z) =C1 · cosh (αz)+

C2 · senh(αz)+C3 · cos (αz)+

C4 · sen (αz) ,

(4)

cuja raiz é quantificada por:

α = 4

√
ω2 · m

EI
· (5)

E, por último, os modos de vibração são ob-
tidos mediante aplicação das condições de
contorno ao serem inseridas na Equação (4).
Considerando-se a base engastada e topo li-vre,
conclui-se por equação transcendental:

cosh (α · z) · cos (α · z)+1 = 0 , (6)

em que v é a deflexão lateral ativada; M é o
momento fletor; EI é a rigidez à flexão de M;
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z é a coordenada longitudinal; ω é a frequên-
cia natural; m é a massa; t é o tempo; além de
Z(z) e T (t) serem soluções parciais no domínio
espacial e temporal, respectivamente.

A resolução da Equação 6 implica em “n” mo-
dos de vibração, conforme consta na Figura 8
— os sete primeiros modos de vibração à flexão
para os lintéis do sistema de contraventamento
dos pilares em formato de núcleo estrutural.

Figura 8: Sete primeiros modos de vibração à flexão
dos lintéis do pilar de paredes finas com base engastada

e topo livre.

2.2.1 Contraventamento em Z

Partindo dos conceitos de contraventamento em
pórticos planos mediante lintéis inclinados cru-
zando os andares de Edifícios Altos, conforme
se percebe em Pubal [41] e em Schueller [42],
página 518, constata-se o contraventamento em
Z como modelo de redistribuição das cargas late-
rais. E ainda, seguindo as formulações de Goto
et al. [43]; Roberts e Yeung [44]; Zalka [45], pá-
ginas 218 a 230; e MacLeod [46], páginas 124
a 127, pode-se aplicar os conceitos do contra-
ventamento em Z do pórtico plano. Veja ilustra-
ção na Figura 9, evidenciando-se os coeficientes
elásticos da ligação dos lintéis com os painéis(

kL
Vi

;kL
Hi

;kL
Ti

;kL
V f

;kL
H f

;kL
Tf

)
.

2.2.2 Contraventamento em X

Agora, mais especificamente com aspectos per-
tinentes para a adequação da TMC/TPP para a
modelagem estática e dinâmica de pilares de
madeira, citam-se: Hashemi et al. [47] para a

Figura 9: Contraventamento em Z e o sistema
esqueleto correspondente com apoio elástico nos

pontos de encontro dos eixos, além de apoios elásticos
no sistema plano de vinculação.

modelagem das ligações das peças de madeira a
fim de compor os mencionados painéis-parede,
além de recorrer a Ramage et al. [48] para justifi-
car a disposição dos lintéis de contraventamento
diagonais.

Sobre a análise estrutural das barras que com-
põem a modelagem da TPP, pode-se recorrer, a
princípio, às teorias de Euler-Bernoulli ou de
Timoshenko para expressar a deflexão lateral
dos referidos painéis-parede. Essa última teoria
considera a deformação por corte. Como tex-
tos científicos relevantes para a presente revisão
citam-se: Rojas [49], Stephen [50] e Cowper
[51]. Ao passo que, a relevância de investigar o
grau de rigidez da vinculação dos lintéis horizon-
tais nos painéis-parede foi incialmente proposto
em Michael [52] e Webster [53], sendo apontado
para Núcleos Estruturais de Edifícios Altos em
MacLeod [54], conforme consta na Figura 10.

Na aludida Figura 10 é evidenciado o Estado
de Deformação do lintel horizontal com extre-
mos elasticamente apoiados nos painéis-parede
vizinhos. Para fins didáticos, procedeu-se ape-
nas com a representação das translações nodais(
δVi;δHi;δV f ;δH f

)
, sem os rotacionar.

Na análise dinâmica dos painéis-parede pode-
se citar Laredo [40] para as primeiras análises
processadas na Mecânica das Estruturas. Já em
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Figura 10: Vinculação elástica dos lintéis horizontais
em contato com os painéis-parede.

termos específicos e voltado às edificações cons-
truídas em madeira, percebe-se a relevância a
partir dos trabalhos de Alalwan e Larsson [55];
e Aristizabal-Ochoa [56].

2.2.3 Problema de flambagem

Na análise do problema de estabilidade elástica
de pilares/barras referenciam-se, incialmente, os
artigos referentes à consideração da deformação
por corte (Teoria de Timoshenko) e das grandes
deformações, dos quais se elencam: [57], [58] e
[59].

Além disso, para o estudo inicial da estabilidade
em seções de paredes finas referencia-se Cheney
[60], cujos avanços e enriquecimentos teóricos
e experimentais são perceptíveis em: Whittle
e Ramseyer [61], Ting et al. [62] e Roy et al.
[63], além da mensuração da carga crítica em
Hu et al. [64] para pilares de seção maciça atre-
lada aos efeitos de 2ª ordem e à Teoria de Ti-
moshenko para representar matematicamente a
deflexão lateral do eixo do pilar. Veja a mode-
lagem do elemento diferencial do pilar na Fi-
gura 11, considerando-se a deformação por corte
além dos efeitos de 2ª ordem, o que será incor-
porado também à TPP.

Figura 11: Contraventamento por lintéis: (a) carga
lateral e esforços cortantes e (b) estado deformado do

elemento diferencial do i-ésimo painel-parede.

2.3 Aplicação da TMC em pilares de pontes

Conforme é apresentado em Chitty [37], Laredo
[40] e em Laier [65] a modelagem dinâmica de
estruturas é convenientemente processada via
TMC, ao considerar a rigidez dos elementos de
conexão horizontais (lajes e vigas) como pro-
priedades e solicitações distribuídas ao longo
da edificação. Para os pilares, distribuem-se tais
propriedades e solicitações ao longo da altura.
Processa-se em Laier [65] a análise da vibra-
ção de paredes, preconizando no Brasil, o início
das contribuições da TMC aplicada a problemas
dinâmicos. Como se vê na Figura 12, a configu-
ração de pilares em paredes finas foi utilizada na
ponte ferroviária cujos vãos centrais foram leva-
dos pela onda de rejeitos de mineração, quando
da ruptura da barragem de Brumadinho, em Mi-
nas Gerais.

Figura 12: Pilares de ponte férrea em duplo C
associado por lintéis horizontais (retirado de

Brumadinho [66]).

Outro exemplo de ponte férrea com pilares de
seção de paredes finas é a ponte sobre o rio
Olifants, sendo localizada na província Western
Cape no sul da África (SA), com pilares em
formato de duplo T e com abas variáveis na
altura, conforme consta na Figura 13.

Figura 13: Pilares em duplo T: (a) visão panorâmica e
(b) detalhe no pilar (retirado de Bussata e Moyo [67]).

Já a ponte de la Pyle, situada sobre o lago Vou-
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glans na França, compreendida a oeste pela ci-
dade de La Tour-du-Meix e a leste pela cidade
Coyron, possui 65 metros de altura. Essa ponte
é apresentada cientificamente em Courbon [68]
e torna-se relevante mencionar nesta pesquisa
por possuir pilares em duplo T com seção trans-
versal constante, conforme consta na Figura 14.

Figura 14: Ponte de la Pyle na fase de construção, da
qual se observa o pilar em duplo T com abas constantes

(retirado de Pilar da ponte de la Pyle [69]).

O arranjo estrutural apresentado na Figura 12,
pilar em duplo C e contraventado em conjunto
por lintéis, é estudado por Marques [70]. Assim,
em Melo e Barbosa [71] estudou-se a análise do
pilar em duplo C com os lintéis contraventados
de cada núcleo que compõe o pilar, mantendo-
se a simetria do conjunto e fornecendo assim
uma diretriz detalhada para projeto de tal ele-
mento estrutural. Tal arranjo é apresentado na
Figura 15.

Figura 15: Ponte com pilares em duplo C
contraventados individualmente por lintéis horizontais.

2.4 Estado de carga típico em pilar de ponte

A vibração lateral é potencializada pela ação do
vento. Para tal carregamento, adota-se a atua-
ção combinada de carga constante na altura q1
da carga distribuída linearmente na edificação,
com valor máximo de q2 no topo do pilar e a
carga Q concentrada no topo da estrutura em
análise. Essa última carga tem a finalidade de
representar a atuação do vento no tabuleiro da
ponte (no caso da análise dos pilares). Essa re-
presentação das cargas é embasada em Solnes e
Sigbjornsson [72] e exposta em Melo e Barbosa
[6] com o perfil de velocidade do vento cres-
cente ao longo da altura, bem como no fato do
carregamento lateral ser preenchido do topo em
direção à base do pilar, na medida em que a cor-
rente de ar se aproxima do obstáculo. No caso,
o pilar é apresentado em Koten [73] e a menci-
onada aplicação de três carregamentos laterais
q1, q2 e Q é ilustrada na Figura 16 (b).

2.4.1 Esforço cortante externo

Na Figura 16, ilustra-se o esquema de quantifica-
ção do esforço cortante externo Vext em relação
ao i-ésimo painel-parede, bem como sua correla-
ção com os carregamentos q∗1, q∗2 e Q na direção
principal, além de evidenciar o translade entre o
Centro de Gravidade (CG) e o Centro de Carga
(CC).

Figura 16: Ação do vento: (a) direção principal; (b)
carregamentos; (c) equilíbrio de cortantes; e (d) braço

de alavanca entre o centro de carga e o centro de
gravidade.

Em primeira análise determina-se o Vext por
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meio do equilíbrio de forças horizontais no tre-
cho AB apresentado na Figura 16 (c). Assim,
exprime-se:

Vext = D1 · x2 +D2 · x+D3 . (7)

Em segunda análise, procede-se o equilíbrio de
esforços cortantes externos com o cortante Vi,
por meio da Figura 16 (a), da qual se escrevem:

n

∑
i=1

Vi ·ai = Vext ·a , (8a)

n

∑
i=1

Vi ·bi = Vext ·b e (8b)

Gφ
′ ·

(
n

∑
i=1

Iti

)
+

n

∑
i=1

Vi · ci = Vext · c . (8c)

Por fim, aplicando as Equações (8) na geometria
do núcleo estrutural apresentado na Figura 8,
conclui-se o seguinte:

Vext ·a = V1 ·a1 +V2 ·a2 +V3 ·a3 +V4 ·a4 +V5 ·a5 ,

(9a)

Vext ·b = V1 ·b1 +V2 ·b2 +V3 ·b3 +V4 ·b4 +V5 ·b5 e
(9b)

Vext · c =
n=5

∑
i=1

(Vi · ci)+G ·

(
n

∑
i=1

Iti

)
z ·φ ′ . (9c)

Logo, matricialmente, tem-se:

Vext · {A∗}= [M9]
T.{Vω}+[M11] · {v′} ,

(10)
com

[M11] =


0 0 0
0 0 0

0 0 G ·

(
n

∑
i=1

Iti

)
 ; (11)

{A∗}=


a
b
c

≡


cosθG

senθG

ez

 (12)

e

Iti =
2 ·di · t3

3
, (13)

sendo que ez é a distância entre o CG e o CC,
valendo ez = b2/2 − bCGz; di é o comprimento

da seção transversal do i-ésimo painel-parede;
t é a espessura da seção transversal do i-ésimo
painel-parede; e {G · Iti} é a rigidez à torção do
i-ésimo painel-parede.

2.5 Sequência lógica para o estudo da TMC

Aos futuros pesquisadores que almejam se apro-
fundar na TMC, é recomendável o estudo das
seguintes publicações e obviamente toda a lite-
ratura nelas citada:

Em Portland [74], estuda-se o pórtico plano e
os lintéis com trechos variáveis, bem como, a
rigidez do nó de pórtico. Enquanto Burns [75]
analisa a associação de paredes corte por meio
de lintéis horizontais, vem Coull e Choudhury
[76] e incrementam a carga lateral triangular e a
concentrada no topo. Acompanhando a mesma
análise de associação, cita-se Davidovici [77],
Ailwadhi [78], este pela rotulação dos lintéis
sempre ao meio do vão, enquanto Gluck e Gel-
lert [79] enriquecem a abordagem com o estudo
da associação de pilares com paredes corte por
meio de lintéis horizontais e da análise de pórti-
cos planos via TMC e, principalmente, ao elen-
car as condições de contorno.

Já no estudo dos lintéis, podem ser evidenciados:
Coin et al. [80], com a computação das reações
elásticas dos lintéis, além do equilíbrio nodal
das ligações dos pilares com os aludidos lintéis;
Borges e Ravara [81] expondo os trechos dos
lintéis com rigidez à flexão tida como infinita
e definida entre o ponto de ligação do lintel até
o eixo dos painéis-parede (paredes de corte);
e, por decorrência, deve-se complementar a lei-
tura com Goyal e Sharma [82] ao apresentar a
equação de compatibilidade e matriz de transfe-
rência para que os pontos citados não estejam
alinhados na horizontal.

Na resolução do sistema de equações diferenci-
ais pode-se recorrer à generalização de sistema
coordenado proposta em Courbon [83]. Em se-
guida, o estudo da publicação [84] acrescenta os
lintéis em X contraventando paredes de corte ou
pilares. Para a associação de múltiplas paredes
de corte deve-se iniciar o levantamento por Mar-
tins [85]. É possível analisar uma única linha de
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ação do vento, por direção, através da união fic-
tícia de todos os elementos resistentes por meio
de trens de ligação, conforme é apresentado em
Coull e Subedi [86]. Ou ainda, recorrendo-se
a Despeyroux [87], estuda-se: fluxo de cisalha-
mento nas interseções e ligações dos painéis-
parede (parede de corte); associação de paredes
de corte via lintéis; edificação com lintéis distin-
tos por seção, ao longo da altura; e pilares em
formato de X, de V, e L invertido suportando
associação múltipla de paredes de corte por lin-
téis horizontais. Já em Lener [88] é apresentado
como utilizar os ábacos postulados via TMC e
em Cowper [51] como integrar a teoria de Ti-
moshenko na TPP.

Por decorrência, a análise de cargas críticas é
recorrível em Kordecki [89] e em Giangreco
[90]. Nesse último, diferenciando a análise para
vigas de paredes finas aberta. E no aprofunda-
mento da teoria de paredes finas, deve-se recor-
rer a Vlassov [16], Calgaro [91], Mori e Munaiar
Neto [92], além de Melo [3], de Melo e Barbosa
[4–6, 93] de Melo, Luz e Barbosa [7], de Melo
et al. [7], de Alsheikh e Rees [94] e de Makarios
e Athanatopoulou [95].

Por fim, pode-se observar a evolução da TPP
para a generalização da inclinação das paredes
componentes dos núcleos C e duplo T, a qual
está exposta em Melo e Barbosa [71] com título
de Generalização da Teoria dos Painéis-Parede
(GTPP). O referido evento também é corrobo-
rado nos avanços de Melo [6], e em Murawski
[96] para embasar a análise da carga crítica nas
paredes finas.

3. ESTADO DA ARTE DO MEF-EB

A análise estática dos pilares via MEF unidi-
mensional, ou seja, o MEF-EB, é procedida por
meio do sistema de equilíbrio clássico {P} =
[k]. {d}, do qual se pode adotar a nomenclatura
de Maney [10] e de Parcel e Maney [97] e se
reescrever-se no sistema de coordenadas de cada
(EF-B) elemento finito de barra, como:

{Re}= [ke] · {d}+{RF
e } . (14)

Na Figura 17 é apresentado o EF-B para o pilar
de paredes finas, em seção sob formato de duplo

T, dispondo, para tal, os Graus de Liberdade no
sistema local de coordenadas. E pode-se recorrer
a Reddy [98] para obter a matriz de massa do
EF e proceder à análise dinâmica pelo MEF de
barra.

Figura 17: Elemento finito unidimensional do pilar de
paredes finas: (a) convenção positiva de esforços
solicitantes nos extremos do EF; e (b) graus de

liberdade.

Muitas foram as publicações que incrementaram
o conhecimento apresentado em Heidebrecht e
Swift [99], seja por melhorá-lo ou por explicar
com riqueza de detalhes o equacionamento pro-
cedido. Em Barbosa [25] e em Smith e Coull
[100] é verificada a explicação das etapas do
equacionamento procedido por Heidebrecht e
Swift [99]. Porém, todos para matrizes de rigi-
dez sem considerar a deformação por corte.

A partir de Barbosa [25], pode-se elencar as se-
guintes etapas para a escrita da matriz de rigidez
do elemento finito “novo” de pilar de parede fina
em formato C contraventado por lintéis: (i) defi-
nir os elementos da matriz de rigidez do pilar de
paredes finas, já considerando o empenamento
e o bimomento; (ii) definir a matriz de rigidez
dos lintéis; (iii) compatibilizar as matrizes das
etapas (i) e (ii); e (iv) unificar, adequadamente,
as matrizes compatibilizadas em (iii).

Já a modelagem do núcleo C enrijecido no topo
por treliça espacial, procedida pela TMC na Li-
vre Docência [33], foi inicialmente resolvida
pelo elemento finito em Yoshida [101]. Tal geo-
metria é relembrada pela Figura 6 (c).

Ademais, a consideração da deformação por
corte nas matrizes de rigidez foi processada em
Melo [3].

REVISTA DA SOCIEDADE BRASILEIRA DE ACÚSTICA (SOBRAC)



30
Fonseca, C. C. F.; Melo, W. I. G.
Análise modal e estabilidade em pilares de paredes finas: métodos e abordagens

ACÚSTICA E VIBRAÇÕES

n. 56, dezembro 2024

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS

No presente artigo foi possível percorrer a evo-
lução histórica da aplicação da TMC e delimitar
o seu Estado da Arte, nas mais variadas con-
figurações de estruturas e de sistemas de con-
traventamento por lintéis. Ressalva-se a baixa
quantidade de publicações que ocorreu após se-
gunda metade da década de 1990, resgatada em
sua plenitude por Melo [3] e nas publicações
subsequentes [4–7, 71, 93].

Ademais, foi estabelecida uma sequência lógica
de estudos para os futuros pesquisadores que
almejam se especializar na TMC, cuja robus-
tez é atrativa e exequível, desde que a estrutura
possa ser equiparada a meio de propriedades,
solicitações e ações homogeneizadas.

Quanto ao MEF-EB, foi enunciada a ideia ba-
silar da propositura e listaram-se publicações
com EF destinados à modelagem discretizada
dos pilares de paredes finas já contraventados.
No caso do elemento finito, viu-se também a
evolução histórica e definiu-se o atual estado
de pesquisas no MEF-EB (item 3), delimitando,
assim, o Estado da Arte para a análise por MEF
nos citados pilares.
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